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Аннотация. В работе рассматриваются несколько нелинейных уравнений, явля-
ющихся моделями динамики популяций и кроветворения. Для этих уравнений
получены признаки осцилляции решений относительно нетривиального положе-
ния равновесия.
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Введение

Для моделирования различных процессов в биологии широко используются функ-
ционально-дифференциальные уравнения (ФДУ). В частности, модели Хатчинсона и
Николсона используются для описания динамики популяции, модель Ласоты–Важевс-
ки — для описания процессов кроветворения. Учет эффекта «последействия» позво-
ляет описывать динамику популяций более глубоко и точно. В отличие от моделей, в
которых используются обыкновенные дифференциальные уравнения, моделям с ФДУ
свойственна осцилляция решений, что подтверждается эмпирически. Именно поэтому
нас будут интересовать условия осцилляции решений указанных моделей относительно
нетривиального положения равновесия.

1. Предварительные сведения

Будем называть определенную на положительной полуоси непрерывную функцию
осциллирующей, если она имеет на полуоси неограниченную справа последовательность
нулей. Уравнение назовем осциллирующим, если все его решения осциллируют.

Работа выполнена в рамках госзадания Минобрнауки РФ (задание №1.5336.2017/8.9) и при фи-
нансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 18-01-00928).
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Рассмотрим уравнение

ẋ(t) + b0x(t) + b1

∫ h

0

f(x(t− s)) dr(s) = 0, t ∈ R+, (1.1)

где b0, b1, h ∈ R+, функция r : [0, h] → R+ непрерывна слева, не убывает, r(0) = 0,

функция f непрерывно дифференцируема, функция f ′ локально ограниченна в суще-
ственном, решение x при отрицательном значении аргумента доопределено ограничен-
ной непрерывной функцией.

Для уравнения (1.1) справедлив следующий результат.

Теорема 1.1 ([1]). Пусть limx→0
f(x)
x

= 1 и xf(x) > 0 при x ̸= 0. Если для неко-
торого ε > 0 уравнение

ẋ(t) + b0x(t) + (1− ε)b1

∫ h

0

x(t− s) dr(s) = 0, t ∈ R+, (1.2)

является осциллирующим, то уравнение (1.1) также является осциллирующим.

Таким образом, с помощью теоремы 1.1 задача исследования осцилляции решений
нелинейного уравнения сводится к изучению осцилляции решений линейного уравне-
ния.

Приведем несколько известных признаков осцилляции, причем будем разделять и
учитывать случаи сосредоточенного и распределенного запаздывания.

Теорема 1.2 ([2, 3, p. 40, Corollary 2.2.1]). Уравнение

ẋ(t) + b0x(t) + b1x(t− τ) = 0, t > 0, (1.3)

является осциллирующим тогда и только тогда, когда (b1τ, b0τ) ∈ D1, где D1 =

{(u, v) : u > e−v−1}.

Следствие 1.1 ([4, 5]). При b0 = 0 уравнение (1.3) является осциллирующим тогда
и только тогда, когда b1τ >

1
e
.

На рис. 1 множество D1 закрашено.
В декартовой системе координат Ouvw зададим параметрически поверхность u =

ω(v, w) :{
u = ζ +

ζ
(
1− eζ

)
eζ(ζ(w + 1)− 1) + (1− ζw)

, v =
ζ2e−ζw

eζ(ζ(w + 1)− 1) + (1− ζw)

}
, ζ ∈ R, w > 0.

Обозначим через D2 область, определенную неравенствами u > ω(v, w), w > 0. На
рис. 2 изображена поверхность u = ω(v, w), множество D2 расположено выше нее.

Теорема 1.3 ([6–8]). Уравнение

ẋ(t) + b0x(t) + b1

∫ t−τ

t−τ−h

x(s) ds = 0, t > 0. (1.4)

является осциллирующим тогда и только тогда, когда
(
b0h, b1h

2, τ
h

)
∈ D2.
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Рис. 1: Множество D1

Рис. 2: Множество D2 (расположе-
но выше поверхности)

Рис. 3: Множество v > ψ(u) Рис. 4: Множество v > ω(u)

Зададим параметрически функцию v = ψ(u) :

u =
2

ζ
− 1

1− e−ζ
, v =

ζ2e
−2+ ζ

1−e−ζ

eζ − 1
, ζ ∈ (0, ζ0],

где ζ0 — положительный корень уравнения e−ζ = 1− ζ
2
. На рис. 3 изображена функция

v = ψ(u), множества v > ψ(u) закрашено.

Следствие 1.2. При b0 = 0 уравнение (1.4) является осциллирующим тогда и
только тогда, когда b1h

2 > ψ
(
τ
h

)
.

Зададим параметрически функцию v = ω(u) :

u = ζ +
ζ
(
1− eζ

)
eζ(ζ − 1) + 1

, v =
ζ2

eζ(ζ − 1) + 1
, ζ ∈ R.

На рис. 4 изображена функция v = ω(u), множество v > ω(u) закрашено.
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Следствие 1.3. При τ = 0 уравнение (1.4) является осциллирующим тогда и
только тогда, когда b1h

2 > ω(b0h).

Следствие 1.4. При b0 = 0 и τ = 0 уравнение (1.4) является осциллирующим
тогда и только тогда, когда b1h

2 > b∗ = ζ0(2− ζ0).

Заметим, что b∗ ≈ 0.64, ζ0 ≈ 1.59.

Далее исследуем уравнения Хатчинсона, Ласоты–Важевски и Николсона как с со-
средоточенным, так и с распределенным запаздыванием. Несмотря на существенные
биологические различия моделей, исследование осцилляции указанных моделей можно
провести по единой схеме. В результате изучение нелинейных ФДУ, которыми описы-
ваются перечисленные выше модели, сводится к исследованию линейных ФДУ с сосре-
доточенным или распределенным запаздыванием, признаки осцилляции для которых
известны.

2. Уравнение Хатчинсона

Первая широко известная математическая модель в биологии, учитывающая запаз-
дывание по времени, по-видимому, была предложена Дж. Хатчинсоном в 1948 г. [9].
Эта модель описывает динамику популяции в условиях ограниченности ресурсов. Рас-
смотрим уравнение Хатчинсона с сосредоточенным запаздыванием

Ṅ(t) = r

(
1− N(t− τ)

K

)
N(t), t > 0, (2.1)

и с распределенным запаздыванием

Ṅ(t) = r

(
1− 1

hK

∫ t−τ

t−τ−h

N(s) ds

)
N(t), t > 0. (2.2)

В обоих уравнениях N(t) — величина популяции в момент времени t, K — макси-
мальное число особей, способных прокормиться при заданном количестве пищи, r —
коэффициент прироста популяции, τ, h — запаздывания по времени, то есть r,K, h > 0,

τ > 0. При отрицательных значениях t решение доопределено начальной функцией φ.

Каждое из уравнений (2.1)–(2.2) имеет единственное ненулевое положение равнове-
сия N∗ = K.

С помощью замены N(t) = Ke−x(t) перейдем от уравнений (2.1)–(2.2) к уравнениям

ẋ(t) = −rf(x(t− τ)), t > 0, (2.3)

ẋ(t) = − r

h

∫ t−τ

t−τ−h

f(x(s)) ds, t > 0, (2.4)

где f(x) = 1 − e−x. Положение равновесия N∗ уравнений (2.1)–(2.2) соответствует
нулевому положению равновесия уравнений (2.3)–(2.4).
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Лемма 2.1 ([1]). Пусть rτ > 1
e
. Тогда уравнение (2.3) является осциллирующим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что справедливы предположения теоремы 1.1,
так как для функции f(x) = 1− e−x limx→0

f(x)
x

= 1 и xf(x) > 0 при x ̸= 0.

Из rτ > 1
e

вытекает, что для некоторого ε > 0 справедливо (1− ε)rτ > 1
e
. Значит,

по следствию 1.1 уравнение ẋ(t) + (1− ε)rx(t− τ) = 0 является осциллирующим.
Далее достаточно применить теорему 1.1, из которой следует, что уравнение (2.3)

является осциллирующим.
Возвращаясь к уравнению (2.1), получаем следующий результат.

Теорема 2.1 ([1]). Пусть rτ > 1
e
. Тогда функция N(t) − K, где N — решение

уравнения (2.1), осциллирует при любых φ.

Аналогично получаются результаты для уравнения Хатчинсона с распределенным
запаздыванием.

Лемма 2.2. Пусть τ
h
> ψ(rh). Тогда уравнение (2.3) является осциллирующим.

Теорема 2.2. Пусть rh > ψ
(
τ
h

)
. Тогда функция N(t) − K, где N — решение

уравнения (2.2), осциллирует при любых φ.

Следствие 2.1. Пусть τ = 0, rh > b∗. Тогда функция N(t)−K, где N — решение
уравнения (2.2), осциллирует при любых φ.

3. Уравнение Ласоты–Важевски

Уравнение Ласоты–Важевски описывает процесс производства красных кровяных
телец (эритроцитов), данная модель была предложена в работе [10].

Пусть N(t) — количество эритроцитов в момент времени t. Допустим, что коэффи-
циент их разрушения в единицу времени не зависит от времени и возрастной структу-
ры, а скорость разрушения эритроцитов пропорциональна их количеству. Коэффициент
разрушения обозначим через µ.

Чтобы поддержать количество эритроцитов в крови на оптимальном уровне, орга-
низм должен реагировать на их недостаток и начать выработку новых. Реакция насту-
пает не мгновенно, а спустя некоторое время. Обозначим через τ запаздывание гемопо-
этической (кроветворной) системы, то есть время между стимуляцией к производству и
вхождению красных кровяных телец в систему кровообращения. Функция «прироста»
выбиралась в виде pe−αN(t−τ), то есть предполагалось, что скорость рождения новых
эритроцитов в момент времени t тем больше, чем меньше было их наличное количество
в момент времени t−τ. Если эритроцитов становится больше, то прирост уменьшается,
асимптотически стремясь к нулю. Коэффициенты p и α постоянны и определяются
экспериментально. Показатель α характеризует возбудимость гемопоэтической систе-
мы, то есть это относительное приращение производства на одну клетку, коэффициент
p учитывает потребность в кислороде, возрастающая потребность увеличивает коэф-
фициент.
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Объединяя производство красных кровяных телец и их разрушение, получаем урав-
нение Ласоты–Важевски с сосредоточенным запаздыванием

Ṅ(t) = −µN(t) + pe−αN(t−τ), t > 0, (3.1)

и с распределенным запаздыванием

Ṅ(t) = −µN(t) +
p

h

∫ t−τ

t−h−τ

e−αN(s) ds, t > 0. (3.2)

В обоих уравнениях µ, p, α, h > 0, τ > 0. При отрицательных значениях t решение
доопределено начальной функцией φ.

Оказывается важным следующее: как постоянный недостаток, так и избыток эрит-
роцитов в крови классифицируется медициной как болезнь. Очевидно, что «заставить»
организм поддерживать количество эритроцитов постоянным невозможно; нормальным
считается состав крови, при котором происходит колеблемость количества эритроцитов
около ненулевого положения равновесия. С математической точки зрения это означает
существование у уравнений (3.1) и (3.2) устойчивых осциллирующих решений.

Каждое из уравнений (3.1)–(3.2) имеет единственное ненулевое (положительное) по-
ложение равновесия, которое удовлетворяет уравнению µN∗ = pe−αN∗

.

С помощью замены N(t) = x(t)
α
+N∗ перейдем от уравнений (3.1)–(3.2) к уравнениям

ẋ(t) = −µx(t)− µαN∗f(x(t− τ)), t > 0, (3.3)

ẋ(t) = −µx(t)− µαN∗

h

∫ t−τ

t−τ−h

f(x(s)) ds, t > 0, (3.4)

где f(x) = 1 − e−x. Положение равновесия N∗ уравнений (3.1)–(3.2) соответствует
нулевому положению равновесия уравнений (3.3)–(3.4).

Лемма 3.1 ([1]). Пусть (µαN∗τ, µτ) ∈ D1. Тогда уравнение (3.3) является осцил-
лирующим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливы предположения теоремы 1.1, так как функ-
ция f для уравнения (3.3) совпадает с функцией f для уравнения (2.3).

Поскольку область D1 открыта, то из (µαN∗τ, µτ) ∈ D1 вытекает, что для неко-
торого ε > 0 справедливо ((1 − ε)µαN∗τ, µτ) ∈ D1. Значит, по теореме 1.2 уравнение
ẋ(t) + µx(t) + (1− ε)µαN∗x(t− τ) = 0 является осциллирующим.

Далее достаточно применить теорему 1.1, из которой следует, что уравнение (3.3)
является осциллирующим.

Возвращаясь к уравнению (3.1), получаем следующий результат.

Теорема 3.1 ([1]). Пусть (µαN∗τ, µτ) ∈ D1. Тогда функция N(t)−N∗, где N —
решение уравнения (3.1), осциллирует при любых φ.

Аналогично получаются результаты для уравнения Ласоты–Важевски с распреде-
ленным запаздыванием.
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Лемма 3.2. Пусть
(
µh, µαN∗h, τ

h

)
∈ D2. Тогда уравнение (3.3) является осцилли-

рующим.

Теорема 3.2. Пусть
(
µh, µαN∗h, τ

h

)
∈ D2. Тогда функция N(t) − N∗, где N —

решение уравнения (3.2), осциллирует при любых φ.

Следствие 3.1. Пусть τ = 0, µαN∗h > ω(µh). Тогда функция N(t) − N∗, где
N — решение уравнения (3.2), осциллирует при любых φ.

4. Уравнение Николсона

В 1954 г. А. Николсон опубликовал [11, 12] данные о наблюдении за лабораторной
популяцией Lucilia cuprina. Популяция развивалась в условиях конкуренции за ограни-
ченное количество белков, необходимых для воспроизводства; остальная часть рациона
была в свободном доступе. Эксперимент продолжался около двух лет. В динамике по-
пуляций были обнаружены характерные колебания (циклы), длиной около 35–40 дней.
А. Николсон предположил, что основная причина колебаний — запаздывание во време-
ни, связанное с периодом «взросления» особей.

Р. Мэй [13] предложил применить для описания эксперимента Николсона модель
Хатчинсона (см. (2.1)). Однако подстановка экспериментальных данных в это уравне-
ние привела к выводу, что продолжительность развития от яйца до взрослой особи
должна быть равна 9 дням. Этот результат существенно отличался от фактически на-
блюдаемого временного периода (около 15 дней), зафиксированного А. Николсоном [12].

Чтобы устранить несоответствие в оценке величины запаздывания, W. Gurney, S. Blythe
и R. Nisbet [14] предложили следующее уравнение (впоследствии за ним закрепилось
название «уравнение Николсона»):

Ṅ(t) = −µN(t) + pN(t− τ)e−αN(t−τ), t > 0. (4.1)

Позднее [1] было предложено уравнение Николсона с распределенным запаздыванием

Ṅ(t) = −µN(t) +
p

h

∫ t−τ

t−h−τ

N(s)e−αN(s) ds, t > 0. (4.2)

В обоих уравнениях N(t) — численность популяции в момент времени t, p — макси-
мальная скорость суточного производства яиц на особь, 1

α
— размер популяции, при

котором популяция воспроизводится с максимальной скоростью, µ — скорость гибе-
ли взрослых особей в сутки на особь, τ — время жизни поколения. Таким образом,
µ, p, α, h > 0, τ > 0. При отрицательных значениях t решение доопределено началь-
ной функцией φ.

Каждое из уравнений (4.1)–(4.2) имеет единственное ненулевое положение равнове-
сия N∗ = 1

α
ln p

µ
.

С помощью замены N(t) = x(t)
α
+N∗ перейдем от уравнений (3.1)–(3.2) к уравнениям

ẋ(t) = −µx(t)− p(αN∗ − 1)f(x(t− τ)), t > 0, (4.3)

ẋ(t) = −µx(t)− p(αN∗ − 1)

h

∫ t−τ

t−τ−h

f(x(s)) ds, t > 0, (4.4)
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где f(x) = 1
αN∗−1

(αN∗(1− e−x)− xe−x) . Положение равновесия N∗ уравнений (4.1)–
(4.2) соответствует нулевому положению равновесия уравнений (4.3)–(4.4).

Лемма 4.1 ([1]). Пусть p
µ
> e, решение x уравнения (4.3) (или (4.4) ) отрица-

тельно при любых t > t1 > 0. Тогда существует t∗ такое, что x(t) > 1 − αN∗,

t > t∗.

Лемма 4.2 ([1]). Пусть p
µ
> e и

(
pτ ln p

µ
, µτ

)
∈ D1. Тогда уравнение (4.3) является

осциллирующим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку область D1 открыта, то из
(
pτ ln p

µ
, µτ

)
∈ D1

вытекает, что для некоторого ε > 0 справедливо
(
(1− ε)pτ ln p

µ
, µτ

)
∈ D1. Значит, по

теореме 1.2 уравнение ẋ(t) + µx(t) + (1− ε)p(αN∗ − 1)x(t− τ) = 0 является осциллиру-
ющим.

Легко видеть, что p(αN∗ − 1) > 0 и при p
µ
> e для функции

f(x) =
1

αN∗ − 1

(
αN∗(1− e−x)− xe−x

)
выполняется limx→0

f(x)
x

= 1 и f(x) > 0 при x > 0, f(x) < 0 при x ∈ [1 − αN∗, 0).

Значит, по лемме 4.1 имеем xf(x) > 0 при x ̸= 0, то есть справедливы предполо-
жения теоремы 1.1. Далее достаточно применить теорему 1.1, из которой следует, что
уравнение (4.3) является осциллирующим.

Возвращаясь к уравнению (4.1), получаем следующий результат.

Теорема 4.1 ([1]). Пусть p
µ
> e и

(
pτ ln p

µ
, µτ

)
∈ D1. Тогда функция N(t) − N∗,

где N — решение уравнения (4.1), осциллирует при любых φ.

Аналогично получаются результаты для уравнения Николсона с распределенным
запаздыванием.

Лемма 4.3. Пусть p
µ
> e и

(
µh, ph ln p

µ
, τ
h

)
∈ D2. Тогда уравнение (4.3) является

осциллирующим.

Теорема 4.2. Пусть p
µ
> e и

(
µh, ph ln p

µ
, τ
h

)
∈ D2. Тогда функция N(t)−N∗, где

N — решение уравнения (4.2), осциллирует при любых φ.

Следствие 4.1. Пусть p
µ
> e, τ = 0, ph ln p

µ
> ω(µh). Тогда функция N(t)−N∗,

где N — решение уравнения (4.2), осциллирует при любых φ.
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Abstract. Several nonlinear equations being models of population dynamics and
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